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Modelle für Verluste
Grundsätzliche Überlegungen
· Beginne mit Einzelrisiken (Teilportfolios)  aggregiere zum Gesamt(portfolio)-Risiko
· Risiken  Verlustverteilung (Stochastik)
· Verluste  Schäden: Modellieren (standardmäßig) als positive Zufallsvariablen
· Unterscheide
· Statisches Modell: feste/r Zeitpunkt/e
· Stochastischer Prozess: (X_t | t aus I), z.B. I = IR, I = IN
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Gleichverteilung

Dichte 
Verteilungsfunktion 

Erwartungswert: 
Varianz: 
(Zeichnungen)
Modell für Kleinschäden, Wichtig für die Erzeugung von Zufallszahlen

Exponentialverteilung

Dichte: 
Verteilungsfunktion: 
Erwartungswert:  
Varianz: 
Software: Beachte Parametrisierung
(Zeichnung)

Normalverteilung

Dichte: 
Erwartungswert: 
Varianz: 
· Da  sind auch negative Werte möglich
· ZGWS: Schadensumme vieler unabhängiger Verluste sind näherungsweise normalverteilt
 Oft als Approximation geeignet
· Zuwächse einer Brown‘schen Bewegung sind normalverteilt
· Statistik: Viele Schätzer sind näherungsweise normalverteilt
· Verteilungsfunktion von : 

Multivariate Normalverteilung

Dichtefunktion: 
Erwartungswert: 
Kovarianzmatrix:  mit 
Anmerkungen:
·  positiv definit, d.h. 
·  existiert  definiert
·  (Cholesky-Zerlegung)
Eigenschaften:
·  unabhängig  diagonal
· Sei  mit  unabhängig
Definiere  	( Cholesky-Zerlegung von )
 			(mit )
 Simulation von Multivariaten Normverteilungen
· Die Matrix  enthält bereits die gesamte Information über die Abhängigkeit der Risiken 
· Sei . Dann gilt
(a) 
(b) 

t-Verteilung
 mit  Freiheitsgraden
, wobei  unabhängig
Eigenschaften:
· Für 
· Dichtefunktion von  fällt langsamer gegen 0 ab als bei der Normalverteilung („schwerere Tail-Wahrscheinlichkeiten“)
·  multivariate t-Verteilung

Lognormalverteilung

Erwartungswert: 
Varianz: 
Eigenschaften:
· Software: Vorsicht bei Parametrisierung!
· Im Black-Scholes-Modell: Aktienkurse  geometrische Brown‘sche Bewegung
 (: Drift, : Volatilität)
· Schiefe Verteilung, Schiefe LN-Verteilung:  „rechtsschief“ (bzw. „linkssteil“), d.h. Dichtefunktion fällt auf der rechten Seite flacher ab als auf der linken.

Pareto-Verteilung

Dichte: 
Verteilungsfunktion: 
Erwartungswert:  , falls 
Varianz:  , falls 
Eigenschaften:
· 
· Falls  ist, existiert der Erwartungswert
· Falls  ist, existiert die Varianz
· , also auch größer als 0, d.h. die Verteilung besitzt nur positive Werte
· Dichte fällt gegen  polynomial ab, d.h. sehr langsam und viel langsamer als exponentiell
· „Heavy-Tail“-Eigenschaft (Definition uneinheitlich):
Für  (siehe Übungsaufgabe 2)
„Überschreitungsw.keit“/“Überschadenw.keit“ von Pareto vs. Exp()
· Erzeugt mit relativ hoher Wahrscheinlichkeit sehr hohe Verluste („gefährliche“ Verteilung)
· Je kleiner , desto „gefährlicher“
Modifikation: Nullpunkt-Pareto-Verteilung

Dichte: 
Verteilungsfunktion: 
Erwartungswert:  , falls 
Varianz:  , falls 
Eigenschaften:
·  auf ganz  definiert
·  (siehe Übungsaufgabe 1)

Verallgemeinerte Pareto-Verteilung

Verteilungsfunktion:	Für :
			

			Wenn , setze außerdem

			 für 
Eigenschaften:
· : Skaltenparameter,  : Formparameter
· Für  setze . Dann gilt 
· . Es gilt dann 
· GPD ist natürliches Modell für extreme Verluste, d.h. Verluste, die einen sehr hohen vorgegebenen Schwellenwert überschreiten.

Verallgemeinerte Extremwert-Verteilung
GEV: Generalised Extreme Value
Für  definiere „Standard-GEV“

Für : Setze  für 
Für : Setze  für 
 Verteilungsfunktion 
Eigenschaften:
· 
· :	Fréchet-Verteilung
: 	Gumbel-Verteilung
:	negative Weibull-Verteilung
· GEV ist natürliches Modell für die Maxima aus einer großen Anzahl von Werten (Risiko-Management: Kursverluste, Versicherungsschäden)


Extremwertmodelle
Ziel: Verteilungsmodelle für extreme Ereignisse (z.B. Kursverluste, Versicherungsschäden usw.)
Historisch: Seltene, aber katastrophale Überflutungen in den Niederlanden  Wie hoch müssen Deiche gebaut werden?
„Extreme“: Zwei Bedeutungen:
1. Maxima aus großer Anzahl von Verlusten
2. Überschreitung eines sehr hohen Schwellenwertes
(Literatur: EKM: „Modeling extremal Events for Finance & Insurance“, 1997)
Modelle für Maxima
Seien  iid Zufallsvariablen. Sei . Aus dem ZGWS folgt: Es existieren Folgen , sodass  gegen die Standard-Normalverteilung konvergiert.
Wähle . Dann folgt 
Betrachte statt  jetzt .
Fragen:
1. Existieren Folgen , sodass  (normierte Maxima) gegen eine Verteilung konvergiert?
2.) Welche Grenzverteilungen kommen in Frage?
Antworten:
1. Schwierig, siehe Kap. 3.3 in EKM
2. Satz von Fisher-Tippett
Satz von Fisher-Tippett (Fisher-Tippett-Theorem, FTT)
Wenn es Normierungskonstanten  und  gibt, sodass 

für eine Verteilung  gilt (die keine Einpunktverteilung ist), dann gilt

GEV-Verteilung mit geeigneten Konstanten  und . Dabei ist nur der Parameter  eindeutig bestimmt.
Bemerkung:
1. Wenn  konvergiert  Grenzverteilung vom Typ Gumbel, Fréchet, neg. Weibull
2. Formparameter  ist unabhängig von der Normierung. Diese kann so gewählt werden, dass  (Standard-GEV).
3. Falls  iid  (Übungsaufgabe 5)
 
Sprechweise: Falls  gilt, so „gehört  zum Anziehungsbereich von “ bzw.  („Maximum Domain of Attraction“).
4. Für (im Wesentlichen) alle stetigen Verteilungen  gilt 

Beispiel
a) Seien . Dann folgt
 „Exponentialverteilung liegt im Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung.“
b) Seien . Dann folgt
 „Null-Pareto-Verteilung liegt im Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung.“

Modelle für Überschreitungen
Sei  Schwellenwert (sehr hoher Wert) und  extremes Ereignis.
Mathematisch: POT-Theorie („Peaks over Threshold“)

Definition
a) Exzess-Verteilung (Exzessfunktion)
 mit  Exzess und  Großschaden/Extrem-Ereignis
b) Mittlere Exzessfunktion (MEF)
 

Bemerkung
1. Es gilt 
2. : bedingte Wahrscheinlichkeit für einen Verlust , wenn ein Verlust  bereits eingetreten ist
: Exzess-Verlust über  (Versicherungsmathematik: „Überschaden“)
3.  Mittlere Exzess-Verlust oberhalb von  unter der Bedingung, dass  überschritten wurde

Proposition
Sei  mit Verteilungsfunktion . Dann gilt für :
a)  für , falls , und , falls . (Klammer?)
b) 
Beweis: siehe Übungsaufgabe 4

Bemerkung
a) Teil a) besagt, dass  wieder eine GPD-Verteilung ist!
b) Teil b) besagt, dass die mittlere Exzess-Funktion für die GPD-Verteilung linear ist!

Satz (Pickands, Balkema, deHaan)
Wenn die Voraussetzungen des FTT gelten, dann ist

für eine geeignete Funktion . Der Parameter  stimmt dem dem  aus dem FTT überein.

Bemerkung
a) GPD ist „natürliches Modell“ für extreme Verluste
b) Die Gültigkeit der Voraussetzungen für das FTT bedeutet: .
c) Anwendung: Zerlege Verteilungsfunktion
· Tail-Bereich  GPD-Approximation
· Rest


Aggregation von Risiken
Das individuelle Modell
Idee: Portfolio-/Gesamt-Verlust  mit : Teilrisiken, Teilportfolios (Versicherungsmathematik: Individuelles Modell)

Beispiel (Risikofaktoren und Verteilungen)
Sei  Wert eines Portfolios zum Zeitpunkt .
Idee: (Mapping der Risikofaktoren). Dabei sind:
·  und
·  -dimensionale Zufallsvariable 
Beispiele für 
· (logarithmierte) Asset-Werte
· Renditen, Zinsen
· (logarithmierte) Wechselkurse
· …
Definiere 	 (Änderung der Risikofaktoren)
		 
Betrachte Verlust 				         

Satz (Linearisierung des Verlustes)
Untergewissen technischen Bedingungen (u.a.:  differenzierbar) lässt sich  gut approximieren durch 

Dabei ist
· 	: partielle Ableitung der Mappingfunktion  zum Risikofaktor 
· 	: partielle Ableitung der Mappingfunktion nach der Zeit
· 	: Linearisierter Verlust (Taylor-Entwicklung)

Bemerkung
i. Approximation umso besser, je kleiner die Änderung  der Risikofaktoren ist. ( kleine Zeiträume)
ii. Approximation umso besser, je linearer der Portfolio-Verlust in den Risikofaktoren ist. ( klein)
iii.  nur relevant, falls  explizit von  abhängt
iv. Schrittgröße  modifizierte Formel.

Beispiel: Portfolio aus  Aktien
Seien 
· : Anzahl der Aktien  im Portfolio
· : Wert der Aktien zur Zeit 
Standard-Risikofaktoren:
 

Gesucht: 

Dabei ist  relativer Anteil von Aktie  am Gesamtwert .
Standardannahme: 

Also: Portfolio-Verlust ist annähernde normalverteilt!
Später: Bestimmung von VaR, ES mit  (Varianz-Kovarianz-Methode)

Bemerkung
1.) Welche Eigenschaften der Normalverteilung wurden ausgenutzt?
 
2.) Es existierten Verallgemeinerungen der Normalverteilung, die ebenfalls diese Eigenschaft besitzen, z.B.
· „Normal mixture“ models
· Sphärische und elliptische Modelle


Das kollektive Modell
Idee: Sowohl die Anzahl als auch Höhe von Verlusten lassen sich als Zufallsvariablen beschreiben.

1.4.1.1. Definition
Das kollektive (Risiko-)Modell hat die Darstellung

Dabei ist
· : Gesamtverlust
· : Zufallsvariable, die die Verlustanzahl beschreibt
· : Zufallsvariablen, die die Verlusthöhen beschreiben
Annahmen:
1.  und  sind stochastisch unabhängig
2.  iid.
Bemerkung
i. Typische Kandidaten für : siehe 1.2.
ii. Typische Kandidaten für : 
	Verteilung von 
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	


iii. Poisson-Verteilung
a. Grenzwert der Binomialverteilung (Gesetz der kleinen Zahlen)

b. Falls gilt:
1.) Die Anzahlen der Verluste in zwei disjunkten Zeitintervallen sind unabhängig
2.) Es können nicht 2 oder mehr Verluste zum gleichen Zeitpunkt einsetzen
3.) Verluste treten nicht zu bestimmten Zeitpunkten bevorzugt auf
Dann ist 

1.4.2.2. Anwendungen
A) Gesamtschadenmodell (VM)
z.B. Katastrophenschäden
Typisch: 	 mit  klein
			 mit  klein
B) Kreditrisiko
	CreditRisk+ (Credit Suisse)
	: 	Anzahl Risikofaktoren
	:	Anzahl Verluste, die durch die jeweiligen Risikofaktoren verursacht werden
	Typisch:  oder 
	 , wobei  mit 
	 unabhängig
	 unabhängig
	 ist individuelles Modell, wobei jeder individuelle Verlust durch ein kollektives Modell 	beschrieben wird
C) Operationale Risiken
	AMA: Advanced Measurement Approach (Basel II)
	8 Kategorien: Corporate finance, Trading & Sales, …
	, wobei  mit
	 unabhängig
	 unabhängig
	Stylized facts:
·  heavy-tailed (oft über EVT  GPD)
· Verluste passieren zu zufälligen Zeitpunkten
· Verlusthäufigkeit variiert zeitlich
Eigenschaften
Satz: Momente
Für  Gesamtverlust im kollektiven Modell gilt:
a) 
b) 

Satz: Gesamtschadenverteilung
Sei  wie oben. Dann gilt

Dabei ist  die -fache Faltung von .
 ist eine zusammngesetzte (engl.: compound) Verteilung. Falls  stetig mit Dichte  sind, gilt für die Dichtefunktion


Bemerkung
Berechnung der Verteilung von  durch Faltungen ist mühsam und numerisch schlecht. Stattdessen:
a) Rekursionsformel von Panjer (numerisches Verfahren, R: actuar)
b) Approximation durch Fast Fourier Transformation (numerisch)
c) Simulieren
d) [bookmark: _GoBack]Approximation durch ZGWS: 
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